
Îáëàñòíîå óïðàâëåíèå îáðàçîâàíèÿ è íàóêè
Îáëàñòíîé èíñòèòóò ïîñëåäèïëîìíîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ

Îòäåë ìàòåìàòèêè
III ýòàï (îáëàñòíîé)

Âñåóêðàèíñêîé ó÷åíè÷åñêîé îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå
30 ÿíâàðÿ 2010 ã.

8 êëàññ

1. Âñå ÷¼òíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 2 äî 2008 âûïèñàëè îäíî çà äðóãèì:
2, 4, 6, 8, . . . , 2006, 2008. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî öèôð ó ïîëó÷åííîãî ÷èñëà.

2. Íàéäèòå õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå ðåáóñà
ÌÀÒÅ + ÌÀÒÈ− ÊÀ = 2009,

ãäå ÌÀÒÅ è ÌÀÒÈ � ÷åòûð¼õöèôðîâûå ÷èñëà, à ÊÀ � äâóõöèôðîâîå
÷èñëî. Îäèíàêîâûå áóêâû îáîçíà÷àþò îäèíàêîâûå öèôðû, à ðàçíûå áóêâû
îáîçíà÷àþò ðàçíûå öèôðû. Îòâåò îáîñíóéòå.

3. Àëè�Áàáà è êàæäûé èç 40 ðàçáîéíèêîâ íàøëè ïî îäèíàêîâîìó ÷èñëó
êóâøèíîâ (ïî êðàéíåé ìåðå ïî äâà êóâøèíà) è îáíàðóæèëè íà äíå êàæäîãî
èç êóâøèíîâ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî çîëîòûõ ìîíåò (ïî êðàéíåé ìåðå ïî
äâå ìîíåòû). Óçíàâ îáùåå ÷èñëî íàéäåííûõ ìîíåò, æåíà Àëè�Áàáû ñðàçó
äîãàäàëàñü, ÷òî êóâøèíîâ áûëî 287. Ñêîëüêî ìîíåò áûëî âî âñåõ êóâøèíàõ?

4. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:
x2 = x− y, 2xy + y − z = x2 + y2, (y − z)2 = z − x.

5. Ìîæíî ëè ðàññòàâèòü â òàáëèöå 5 × 5 ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàê,
÷òîáû ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ áûëà ðàâíà ëèáî 4, ëèáî 7? (×èñëà
â òàáëèöå ñ÷èòàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè îíè ñòîÿò ðÿäîì â îäíîé ñòðîêå èëè
â îäíîì ñòîëáöå. Ïðè âû÷èñëåíèè ðàçíîñòè èç áîëüøåãî ÷èñëà âû÷èòàåòñÿ
ìåíüøåå.)

Êàæäîå çàäàíèå îöåíèâàåòñÿ â 10 áàëëîâ.

Íà îáëîæêå ðàáîòû óêàæèòå ÔÈÎ, øêîëó, êëàññ, ïîëíûé äîìàøíèé àäðåñ
ñ ïî÷òîâûì èíäåêñîì, äîìàøíèé òåëåôîí, ÔÈÎ ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè è ÔÈÎ
ó÷èòåëÿ (ïðåïîäàâàòåëÿ), êîòîðûé ãîòîâèë Âàñ ê îëèìïèàäå.



Îáëàñíå óïðàâëiííÿ îñâiòè i íàóêè
Îáëàñíèé iíñòèòóò ïiñëÿäèïëîìíî¨ ïåäàãîãi÷íî¨ îñâiòè

Âiääië ìàòåìàòèêè
III åòàï (îáëàñíèé)

Âñåóêðà¨íñüêî¨ ó÷íiâñüêî¨ îëiìïiàäè ç ìàòåìàòèêè
30 ñi÷íÿ 2010 ð.

8 êëàñ

1. Óñi ïàðíi íàòóðàëüíi ÷èñëà âiä 2 äî 2008 âèïèñàëè îäíå çà îäíèì:
2, 4, 6, 8, . . . , 2006, 2008. Çíàéäiòü êiëüêiñòü öèôð ó ÷èñëi, ùî îòðèìàëè.

2. Çíàéäiòü õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê ðåáóñó
ÌÀÒÅ + ÌÀÒÈ− ÊÀ = 2009,

äå ÌÀÒÅ i ÌÀÒÈ � ÷îòèðèöèôðîâi ÷èñëà, à ÊÀ � äâîöèôðîâå ÷èñëî.
Îäíàêîâi áóêâè ïîçíà÷àþòü îäíàêîâi öèôðè, à ðiçíi áóêâè ïîçíà÷àþòü ðiçíi
öèôðè. Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

3. Àëi�Áàáà òà êîæåí ç 40 ðîçáiéíèêiâ çíàéøëè îäíàêîâó êiëüêiñòü ãëåêiâ
(ïðèíàéìíi ïî äâà ãëåêè) òà âèÿâèëè íà äíi êîæíîãî ç ãëåêiâ îäíàêîâó
êiëüêiñòü çîëîòèõ ìîíåò (ïðèíàéìíi ïî äâi ìîíåòè). Äiçíàâøèñü çàãàëüíó
êiëüêiñòü çíàéäåíèõ ìîíåò, äðóæèíà Àëi�Áàáè îäðàçó çäîãàäàëàñü, ùî ãëåêiâ
áóëî 287. Ñêiëüêè ìîíåò áóëî ó âñiõ ãëåêàõ?

4. Ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìó ðiâíÿíü:
x2 = x− y, 2xy + y − z = x2 + y2, (y − z)2 = z − x.

5. ×è ìîæíà ðîçñòàâèòè ó òàáëèöi 5×5 ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà òàêèì ÷èíîì, ùîá
ðiçíèöÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ ñóñiäíiõ äîðiâíþâàëà àáî 4, àáî 7? (×èñëà ó òàáëèöi
ââàæàþòüñÿ ñóñiäíiìè, ÿêùî âîíè ñòîÿòü ïîðó÷ â îäíîìó ðÿäêó ÷è â îäíîìó
ñòîâïöi. Ïðè îá÷èñëåííi ðiçíèöi âiä áiëüøîãî ÷èñëà âiäíiìà¹òüñÿ ìåíøå.)

Êîæíå çàâäàííÿ îöiíþ¹òüñÿ â 10 áàëiâ.

Íà îáêëàäèíöi ðîáîòè âêàæiòü ÏIÁ, øêîëó, êëàñ, ïîâíó äîìàøíþ àäðåñó
ç ïîøòîâèì iíäåêñîì, äîìàøíié òåëåôîí, ÏIÁ â÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè i ÏIÁ
â÷èòåëÿ (âèêëàäà÷à), ÿêèé ãîòóâàâ Âàñ äî îëiìïiàäè.



Îáëàñòíîå óïðàâëåíèå îáðàçîâàíèÿ è íàóêè
Îáëàñòíîé èíñòèòóò ïîñëåäèïëîìíîãî ïåäàãîãè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ

Îòäåë ìàòåìàòèêè
III ýòàï (îáëàñòíîé)

Âñåóêðàèíñêîé ó÷åíè÷åñêîé îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå
30 ÿíâàðÿ 2010 ã.

9 êëàññ

1. Ôóòáîëüíàÿ êîìàíäà ¾Øàõò¼ð¿ ïðèíèìàåò ó÷àñòèå â ãðóïïîâîì òóðíèðå
êóáêà ÓÅÔÀ. Ãðóïïà ñîñòîèò èç ïÿòè êîìàíä. Êàæäàÿ êîìàíäà èãðàåò
ñ êàæäîé ðîâíî îäèí ðàç. Çà ïîáåäó â ìàò÷å íàñ÷èòûâàåòñÿ 3 î÷êà, çà
íè÷üþ 1 î÷êî, çà ïîðàæåíèå 0 î÷êîâ. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ãðóïïîâîãî òóðíèðà
òðè êîìàíäû, íàáðàâøèå íàèáîëüøåå ÷èñëî î÷êîâ, âûõîäÿò â ñëåäóþùèé
ýòàï êóáêà. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî î÷êîâ íóæíî íàáðàòü êîìàíäå
¾Øàõò¼ð¿, ÷òîáû îíà íàâåðíÿêà âûøëà â ñëåäóþùèé ýòàï? Îòâåò îáîñíóéòå.

2. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:

x4 =
1

y2 +
1

z2 , y4 =
1

x2 +
1

z2 , z4 =
1

x2 +
1

y2 .

3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ a, b, c > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:
(a + b)2(b + c)2(c + a)2 > (ab + S)(bc + S)(ac + S).

Çäåñü S = ab + bc + ac.

4. Íàéäèòå âñå ìíîãî÷ëåíû p(x) = ax3 +bx2 +cx+d ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
a, b, c è d òàêèå, ÷òî p(x) êðàòíî 8 ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèÿõ x.
Îòâåò îáîñíóéòå.

5. Íà ãèïîòåíóçå BC ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè D

è E òàêèå, ÷òî AD ⊥ BC è AD = DE. Íà ñòîðîíå AC îòìå÷åíà òî÷êà F

òàêàÿ, ÷òî EF ⊥ BC. Íàéäèòå óãîë ABF .

Êàæäîå çàäàíèå îöåíèâàåòñÿ â 10 áàëëîâ.

Íà îáëîæêå ðàáîòû óêàæèòå ÔÈÎ, øêîëó, êëàññ, ïîëíûé äîìàøíèé àäðåñ
ñ ïî÷òîâûì èíäåêñîì, äîìàøíèé òåëåôîí, ÔÈÎ ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè è ÔÈÎ
ó÷èòåëÿ (ïðåïîäàâàòåëÿ), êîòîðûé ãîòîâèë Âàñ ê îëèìïèàäå.
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Âiääië ìàòåìàòèêè
III åòàï (îáëàñíèé)
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30 ñi÷íÿ 2010 ð.

9 êëàñ

1. Ôóòáîëüíà êîìàíäà ¾Øàõòàð¿ áåðå ó÷àñòü ó ãðóïîâîìó òóðíiði êóáêó Ó�ÔÀ.
Ãðóïà ñêëàäà¹òüñÿ ç ï'ÿòè êîìàíä. Êîæíà êîìàíäà ãðà¹ ç êîæíîþ ðiâíî îäèí
ðàç. Çà ïåðåìîãó â ìàò÷i íàðàõîâó¹òüñÿ 3 î÷êè, çà íi÷èþ 1 î÷êî, çà ïîðàçêó 0
î÷êiâ. Ïî çàêií÷åííi ãðóïîâîãî òóðíiðó òðè êîìàíäè, ÿêi íàáðàëè íàéáiëüøó
êiëüêiñòü î÷îê, âèõîäÿòü äî íàñòóïíîãî åòàïó êóáêà. ßêó íàéìåíøó êiëüêiñòü
î÷îê òðåáà íàáðàòè êîìàíäi ¾Øàõòàð¿, ùîáè âîíà íàïåâíî âèéøëà äî
íàñòóïíîãî åòàïó? Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

2. Ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìó ðiâíÿíü:

x4 =
1

y2 +
1

z2 , y4 =
1

x2 +
1

z2 , z4 =
1

x2 +
1

y2 .

3. Äîâåäiòü, ùî ïðè âñiõ äiéñíèõ a, b, c > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:
(a + b)2(b + c)2(c + a)2 > (ab + S)(bc + S)(ac + S).

Òóò S = ab + bc + ac.

4. Çíàéäiòü óñi ìíîãî÷ëåíè p(x) = ax3 + bx2 + cx + d ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè
a, b, c i d òàêi, ùî p(x) êðàòíå 8 ïðè áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ çíà÷åííÿõ x.
Âiäïîâiäü îá ðóíòóéòå.

5. Íà ãiïîòåíóçi BC ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC âiäìi÷åíi òî÷êè D i E

òàêi, ùî AD ⊥ BC òà AD = DE. Íà ñòîðîíi AC âiäìi÷åíà òî÷êà F òàêà, ùî
EF ⊥ BC. Çíàéäiòü êóò ABF .

Êîæíå çàâäàííÿ îöiíþ¹òüñÿ â 10 áàëiâ.

Íà îáêëàäèíöi ðîáîòè âêàæiòü ÏIÁ, øêîëó, êëàñ, ïîâíó äîìàøíþ àäðåñó
ç ïîøòîâèì iíäåêñîì, äîìàøíié òåëåôîí, ÏIÁ â÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè i ÏIÁ
â÷èòåëÿ (âèêëàäà÷à), ÿêèé ãîòóâàâ Âàñ äî îëiìïiàäè.



Óêàçàíèÿ è ðåøåíèÿ (8 êëàññ)

1. Îòâåò: 3464.

2. Îòâåò: íàïðèìåð, Ì = 1, À = 0, Ò = 2, Å = 3, È = 6, Ê = 4.
Ïðîâåðêà: 1023 + 1026− 40 = 2009.

3. Ïóñòü êàæäûé ðàçáîéíèê íàø¼ë 287

41
= 7 êóâøèíîâ, â êàæäîì èõ êîòîðûõ

áûëî n ìîíåò. Åñëè áû êàæäûé ðàçáîéíèê íàø¼ë n êóâøèíîâ, â êàæäîì
èç êîòîðûõ áûëî 7 ìîíåò, òî îáùåå ÷èñëî íàéäåííûõ ìîíåò áûëî áû òàêèì
æå, íî áûëî áû 41n êóâøèíîâ. Ïîýòîìó ïðè n 6= 7 ÷èñëî êóâøèíîâ íåëüçÿ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü, çíàÿ ëèøü ÷èñëî ìîíåò è êîëè÷åñòâî ðàçáîéíèêîâ.
Ïðè n = 7 óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ, è îáùåå ÷èñëî ìîíåò 287 · 7 = 2009.
Îòâåò: 2009 ìîíåò.

4. Ïåðåïèøåì âòîðîå óðàâíåíèå â âèäå (x−y)2 = y−z è ïðîñóììèðóåì âñå òðè
óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷èì: x2 + (x − y)2 + (y − z)2 = x − y + y − z + z − x = 0.
Îòñþäà x = y = z = 0.
Îòâåò: x = y = z = 0.

5. Îòâåò: ìîæíî.
Íàïðèìåð:

1 5 9 13 17

8 12 16 20 24

15 19 23 27 31

22 26 30 34 38

29 33 37 41 45



Óêàçàíèÿ è ðåøåíèÿ (9 êëàññ)

1. Îòâåò: 8 î÷êîâ.
Ïîêàæåì, ÷òî íå ìîæåò áûòü òàê, ÷òî áîëüøå òð¼õ êîìàíä íàáåðóò 8 èëè
áîëåå î÷êîâ. Äåéñòâèòåëüíî, çà îäíó èãðó êîìàíäû â ñóììå íàáèðàþò íå
áîëåå 3 î÷êîâ, à âñåãî â òóðíèðå èãðàåòñÿ 5 · 4

2
= 10 èãð. Òî åñòü çà âåñü

òóðíèð âñå êîìàíäû âìåñòå ìîãóò íàáðàòü íå áîëåå 30 î÷êîâ. Íî åñëè õîòÿ
áû 4 êîìàíäû íàáðàëè áû 8 èëè áîëåå î÷êîâ, òî îíè âñå âìåñòå íàáðàëè áû íå
ìåíåå 4·8 = 32 î÷êîâ. Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ¾Øàõò¼ð¿ íàáåð¼ò
8 èëè áîëåå î÷êîâ, òî îí íàâåðíÿêà âûéäåò â ñëåäóþùèé ýòàï.

Òàáëèöà 1 Òàáëèöà 2

1 2 3 4 5

1 × 3 3 1 0

2 0 × 3 3 1

3 0 0 × 0 0

4 1 0 3 × 3

5 3 1 3 0 ×

1 2 3 4 5

1 × ∗ ∗ ∗ ∗
2 ∗ × 3 3 0

3 ∗ 0 × 3 3

4 ∗ 0 0 × 0

5 ∗ 3 0 3 ×
Ïîêàæåì, ÷òî ìåíüøå 8 î÷êîâ íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû âûéòè â
ñëåäóþùèé ýòàï. Åñëè ¾Øàõò¼ð¿ (êîìàíäà 1) íàáåð¼ò 7 î÷êîâ, òî åù¼ 3
êîìàíäû (2, 4 è 5) ìîãóò íàáðàòü ïî 7 î÷êîâ (òàáëèöà 1). Åñëè æå ¾Øàõò¼ð¿
(êîìàíäà 1) íàáåð¼ò íå áîëåå 6 î÷êîâ, òî åù¼ òðè êîìàíäû (2, 3 è 5) ìîãóò
íàáðàòü ïî 6 î÷êîâ â ìàò÷àõ áåç ó÷àñòèÿ ¾Øàõò¼ðà¿ (òàáëèöà 2). Ñ ó÷¼òîì
î÷êîâ, íàáðàííûõ â ìàò÷àõ ñ ¾Øàõò¼ðîì¿, êàæäàÿ èç ýòèõ êîìàíä íàáåð¼ò
íå ìåíüøå 6 î÷êîâ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ¾Øàõò¼ð¿ íàáåð¼ò íå áîëåå 7 î÷êîâ,
òî ïî êðàéíåé ìåðå òðè äðóãèå êîìàíäû ìîãóò íàáðàòü î÷êîâ íå ìåíüøå, ÷åì
¾Øàõò¼ð¿. À ýòî íå ãàðàíòèðóåò ¾Øàõò¼ðó¿ âûõîä â ñëåäóþùèé ýòàï êóáêà
ÓÅÔÀ áåç æåðåáü¼âêè.

2. Îñâîáîäèâøèñü îò çíàìåíàòåëåé è ïðîñóììèðîâàâ óðàâíåíèÿ, ïîñëå
ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì: (x2 + y2 + z2)(x2y2z2 − 2) = 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì,
÷òî x2y2z2 = 2, à, çíà÷èò, 2x2 = y2 + z2, 2y2 = x2 + z2, 2z2 = x2 + y2. Îòñþäà
x2 = y2 = z2. Ñëåäîâàòåëüíî, x6 = y6 = z6 = 2.
Îòâåò: x = y = z = ± 6

√
2 (âñåâîçìîæíûå âàðèàíòû çíàêîâ).



3. Ëåãêî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ (a2 + S)(b2 + S) > (ab + S)2,
(a2 + S)(c2 + S) > (ac + S)2, (b2 + S)(c2 + S) > (bc + S)2. Ïåðåìíîæàÿ ýòè
íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì:

(a2 + S)2(b2 + S)2(c2 + S)2 > (ab + S)2(bc + S)2(ac + S)2.

Îòñþäà (a2 + S)(b2 + S)(c2 + S) > (ab + S)(bc + S)(ac + S). Ò. å. (a + b)2(a +
c)2(b + c)2 > (ab + S)(bc + S)(ac + S).

4. Îòâåò: d êðàòíî 8, a, b, c êðàòíû 4, a + b + c êðàòíî 8.
Ïðè x = 8 èìååì: p(8) = a · 83 + b · 82 + c · 8 + d êðàòíî 8. Îòñþäà d êðàòíî
8. Ïðè x = 1 ïîëó÷èì, ÷òî p(1) = a + b + c + d êðàòíî 8, à ò. ê. d êðàòíî 8,
òî a + b + c òîæå êðàòíî 8. Ïîäñòàâèì x = 7. Ïîëó÷èì:

p(7) = a · 73 + b · 72 + c · 7 + d ≡ a · (−1)3 + b · (−1)2 + c · (−1) + d ≡
≡ −a + b− c + d ≡ −a + b− c (mod 8).

Ïîýòîìó −a + b− c êðàòíî 8. Ò. å. a + b + c è −a + b− c êðàòíû 8. Ïîýòîìó
èõ ñóììà è ðàçíîñòü, ò. å. 2b è 2(a + c), êðàòíû 8; îòñþäà b è a + c êðàòíû 4.
Íàêîíåö, ïðè x = 2 ïîëó÷èì: p(2) = a · 23 + b · 22 + c · 2 + d = 8a + 4b + 2c + d

êðàòíî 8. Ò. ê. d è 4b êðàòíû 8, òî 8a + 2c êðàòíî 8, à 4a + c êðàòíî 4. Òàêèì
îáðàçîì, a + c è 4a + c êðàòíû 4. Èõ ðàçíîñòü, ò. å. 3a, êðàòíà 4. Ïîýòîìó a

êðàòíî 4. Îòñþäà c òîæå êðàòíî 4.
Ïîêàæåì, ÷òî åñëè óñëîâèÿ íà a, b, c, d âûïîëíåíû, òî p(x) = ax3+bx2+cx+d

êðàòíî 8 ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ x. Èìååì:

p(x) = a(x3 − x) + b(x2 − x) + (a + b + c)x + d.

×èñëà x3 − x è x2 − x ÷¼òíûå. Ïîýòîìó p(x) êðàòíî 8.

5. Ïî óñëîâèþ, òðåóãîëüíèê ADE � ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ∠DEA = 45◦. Çàìåòèì, ÷òî ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABEF �
âïèñàííûé, ïîñêîëüêó â í¼ì äâà ïðîòèâîëåæàùèõ óãëà ïðÿìûå. Òîãäà
∠ABF = ∠AEF = 90◦ − ∠DEA = 45◦.
Îòâåò: ∠ABF = 45◦.


